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Abstract: The aim of this article is to describe a mathematical character of
some economic statements, in particular to explain how to prove these statements by
means of differential calculus. The statements relate to marginal analysis of basic
economic functions, e.g. profit, costs, production, income, etc.
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Uvod

Vyvoj ekonomiky prinasa potrebu exaktnej matematickej analyzy jej vnutor-
nych vizieb a teda spitne vyplyva i na rozvoj matematiky a jej aplikacnych moznos-
ti. Specifikom matematiky je, Ze pri skimani objektivnej reality abstrahuje a odhlia-
da od vsetkého, ¢o sa vztahuje na najvSeobecnejsie stranky realneho sveta, t. j. od
vsetkého, €o sa nevztahuje na jeho kvantitativne a priestorove formy a vzt'ahy.

Matematicka re¢ je exaktna a jednozna¢na, nardba s ¢islami, symbolmi, lo-
gickymi operatormi. Cisla samotné eite netvoria matematiku. Matematiku tvoria
vztahy medzi veliinami, ktoré su vyjadritelné ¢islami a vzorcami. Spociatku sa
tento pristup uplatnil najmé v technickych a prirodnych vedach.

Prenikanie matematiky do ekondmie je objektivny proces, ktory ma svoj zacia-
tok pomerne presne urceny dosiahnutou uroviiou poznania kvality ekonomickych
procesov a javov. Vytvorenie uceleného teoreticko-ekonomického systému je vycho-
diskom pre kvantitativne skimanie, zaciatkom procesu prenikania matematickych
metdd do ekondmie.

V prirode platia urcité zakony a tvrdenia ako odraz objektivnej reality, s ktorymi
suhlasime vsetci. Napriklad Archimedov zakon, gravitatny zékon alebo Pytagorova
veta. Ignorovanie Archimedovho zakona (pri kipani sa v mori) alebo gravitaéného
zakona (pri skokoch na lyziach) sa prejavi bezprostredne (Casto s trvalymi nasledka-
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mi). Pytagorovu vetu moéZeme ignorovat, pretoze nie je prirodny zakon (ale napriek
tomu stale plati). Dokazov Pytagorovej vety je viacero: od grafickych nacrtov az po
Euklidove vety.

Podobne je to aj s ekonomickymi zakonmi. MéZeme ich ignorovat’ (napriklad
v politike), ale stale platia. Samozrejme iba pri urcitych podmienkach (matematici
ich nazyvaju predpoklady). Ekonomické zakony sa na rozdiel od gravitacného za-
kona neprejavuji okamzite, ale aZ po uréitom Case (obvykle prili§ neskoro). Preto
je ulohou ekondémov poznat’ a pripravit’ podmienky, ktoré umozinuju, aby sa urcity
ekonomicky zakon prejavil.

Overenie ekonomickych tvrdeni pomocou diferenciidlneho poctu

V d’alsom texte uvedieme zname ekonomické tvrdenia a dokazeme ich platnost’
pomocou diferencidlneho poctu. Nasim cielom je ukézat, ze s definovanymi pre-
misami operujica ekonomickd matematika je elegantny a efektivny nastroj, ktory
ma prevahu nad verbalnym postupom. Pri ,,hrubej* verbalnej formulacii a analyze
ekonomickych zakonitosti nie je zrejma potreba starostlivej previerky vsetkych
pouzitych predpokladov, hoci tato je v zmysle vedeckej Cestnosti bezpodmienecne
nevyhnutna. Prenosnost’ teoreticky najdenych zakonov na ekonomicku realitu zavisi
v rozhodujicej miere od toho, ako dobre sa pouzité prepoklady v konkrétnom pripa-
de zhoduju alebo nie.

Najskor zavedieme oznacenia pre tie pojmy, s ktorymi budeme v d’alSom pracovat.

Zameriame sa na analyzu penaznych obratov jednej firmy, ktora vyraba iba jeden
druh tovaru (resp. poskytuje iba jeden druh sluzby) a predava ho na spolo¢nom trhu.

X je produkcia (pocet vyrobkov) jedného tovaru,
p(x) je funkcia jeho ceny na spolocnom trhu,

C(x) je funkcia nakladov, potrebnych na jeho vyrobu,
R(x) je funkcia trzby z predaja tohoto tovaru,

P(x) je zisk firmy pred zdanenim.

Hraniéna funkcia

Hrani¢na funkcia (marginalna funkcia) k danej funkcii je vzt'ah, ktory urcuje,
ako sa zmeni hodnota danej funkcie, ak sa jej argument zmeni o jednu. Napriklad,
ako sa zvysia celkové naklady, ak budeme vyrabat’ o jeden vyrobok viac. Hranic¢-
né naklady st vlastne dodatocné naklady vynalozené na posledny vyrobok. Ak st
mensie ako cena toho vyrobku, ma zmysel vyrobu zvySovat (pokial’ to dovoluju
vyrobné kapacity). Ak su vicsie, treba vyrobu znizit'. Takto sa produkcia ustali na
takej optimalnej hodnote, pri ktorej st hrani¢né ndklady (priblizne) rovné cene jed-
ného vyrobku.
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Ak ostaneme iba pri slovnej formulécii, nevieme riesit’ predchadzajticu tlohu
pri monopolnom trhu, ked’ cena vyrobku zavisi od dopytu po fiom. Vtedy prichadza
na pomoc matematika, ktora ale pracuje s presnymi pojmami. Najprv treba upresnit’
pojem hrani¢nej funkcie.

Definicia 1. Hrani¢na (marginalna) funkcia k danej diferencovatelnej funkcii f(x) je
Jjej derivdcia f'(x).
Definicie sa nedokazuji. Treba ale ukazat’, ze st uzito¢né pri aplikaciach.
o . Af

Plati f'(x) = 1113) o

Pri velkom pocte vyrobkov je prirastok jedného vyrobku Ax dostato¢ne maly na
to, aby sa hrani¢na funkcia dobre zhodovala s derivaciou funkcie.

Potom je prirastok Af (priblizne) rovny hodnote derivacie funkci f'podl'a x v bode x.

Obr. €. 1

(f) : ///f’?

df =Flx )= Af

X, X+ (x)

Dalej budeme aplikovat’ poznatky z diferencialneho poétu funkcie jednej pre-
mennej pri dokazoch niektorych ekonomickych tvrdeni.

Tvrdenie 1. Hranicny prijem monopolného podniku vyrdbajiiceho jeden tovar je
vzdy mensi ako cena tohto tovaru.

Dokaz. Funkcia odbytovej ceny p = p(x) je v monopole klesajuica, t. j. p "(x) <O0.

Zo vztahu R(x) = x.p(x) sa dostane podl'a pravidla derivacie su¢inu hrani¢ny prijem
v tvare (*) R "(x) = p(x) + x.p "(x). Pretoze plati x > 0, p "(x) <0, je druhy ¢len na
pravej strane (*) zaporny a teda nevyhnutne plati R "(x) < p(x). Koniec dokazu.

Tvrdenie 2. Hranicny prijem polypolného podniku vyrabajiiceho jeden tovar je vidy
rovny cene tohoto tovaru.

Doékaz. Funkcia odbytovej ceny p = p(x) je v polypole konstantna, takze p "(x) = 0.
Zo vztahu (*) nasleduje R "(x) = p. Koniec dokazu.
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Tvrdenie 3. V minime jednotkovych nakladov (,, prevadzkovom optime *) su hranicné
ndklady a jednotkové naklady rovnake.
Dokaz. Je dana diferencovatelna funkcia nakladov C = C(x). Jej funkcia jednotko-
vych nékladov C(x) := C(x)/x pre x > 0 je takisto diferencovatelna a vnutri intervalu
vyrobnej kapacity nadobtida lokdlne minimum (porovnaj obr. €. 2). (Tvrdenie 3 nie
je platné v pripade linearnej funkcie nakladov, pretoze vtedy je funkcia jednotko-
vych nakladov konstantna.)

V minime jednotkovych néakladov x, (x, > 0) musi byt nutne prva derivacia
funkcie jednotkovych nakladov rovna nule, t. j. musi platit’ C "(x,) = 0.
Pretoze je C (x) := C(x)/x je podl'a pravidla derivacie podielu v bode x,:

)

0=C'(1)=—""= ¢ @) — C). vynasobenim x> > 0 dostaneme
dx X

0= C’(x).x — C(x) a preto je v bode x, C(x) = C '(x).x & ——> C( ) _ o .

t. j. C (x) = C’'(x) v prevadzkovom optime. Koniec dokazu.
Obr. €. 2
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Tvrdenie 4. V prevadzkovom minime su hranicné ndklady a priemerné variabilné
ndklady rovnake.
Tvrdenia 3 a 4 st zvlastne pripady vSeobecne platnej vety:

Veta 1. V lokdlnych extrémoch x (# 0) diferencovatelnej priemernej funkcie

J(x) := f(x)/x su hodnoty priemernej funkcie f(x) a hranicnej funkcie f'(x) rovnaké.
Dokaz. V lokalnom extréme x funkcie Ax) musi platit f '(x) = 0. Podla pravidla
derivacie podielu plati pre funkciu fx) = fix)/x

o[ L) LOLID o, = 1 1100

X

Jx) (X)

= f(x)
Koniec dokazu.
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Nasledujuce vyroky opisuju stivis medzi extrémami a prislusSnymi koeficientmi
elasticity:

Tvrdenie 5. V prevadzkovom optime su celkové naklady vyrovnane elastické vzhla-
dom na vystupy.

Dokaz. Pouziju sa tie isté predpoklady ako vo vete 1. Elasticita vystupu nakladov je
dana vzorcom

W _CW_CW
“UowT O Cw)

X

**)

Podra tvrdenia 3 plati v prevadzkovom optime rovnost’ C "(x) = C(x). Ak toto
dosadime do (**), dostaneme v prevadzkovom optime rovnost’ €., = I.
Koniec dokazu.

Tvrdenie 6. V prevdadzkovom minime su variabilné ndklady vyrovnane elastické
vzhladom na vystupy.

Dokaz. Pretoze plati C,’(x) = C '(x), ako aj tvrdenie 4, dostane sa tvrdenie 6 z (**),
t. j. €, = 1 v prevddzkovom minime. Koniec dokazu.

Tvrdenia 5 a 6 znalia, ze v prevadzkovom optime (resp. minime) sposobuje
zvySenie produkcie o 1 % takisto 1 % ndrast celkovych nakladov (resp. narast varia-
bilnych nakladov).

Vzorec (**) opisuje zvlastne ekonomické pripady vSeobecnej stvislosti:

Veta 2. V lokdlnych extrémoch x (# 0) diferencovatelnej priemernej funkcie
J(x) (:= f(x)/x) ma elasticita €, funkcie f vzhladom na x hodnotu 1.

JAC YAC B
0T f@ T
X

Dokaz. Podl'a (1) platie, =

V lokalnych extrémoch x funkcie fplati rovnost /(x) = f{x) a suasne plati
g, = 1. Koniec dokazu.

Specialny pripad vety 2 znie:

Tvrdenie 7. Pre ten faktorovy vstup v, pre ktory je priemerny vynos x(r)/r maximalny,
ma elasticita €., vystupu vzhladom na faktorovy vstup hodnotu 1.

Matematické pravidlo pre derivaciu suc¢inu dvoch (diferencovatelnych) funkcii
ukazuje na zaujimavy vzt'ah medzi derivaciou f'(x), priemernou funkciou
Sx) = fx)/x (x # 0) a ich elasticitami vzh'adom na x. Plati
Veta 3. Nech f(x) je diferencovatelnd funkcia a nech f(x) : = f(x)/x (x # 0) je taktiez
diferencovatelna jej priemernd funkcia.
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Potom plati rovnost

f@)= fx).(1+ez).
Doékaz.
£(x)

X

) =x. )= @ =1 fx)+x. f(x)=f(x).[1+

.x] _ j_’(x).(l + azx)
Koniec dokazu.

Pre kazdy monopolny podnik je dolezita otdzka, ¢i urCity narast ceny spdso-
buje narast obratu, alebo ¢i cenovy efekt sa vykompenzuje tak silnym znizenim
mnozstva, ze per saldo sa obrat znizi. Za predpokladu, Ze existuje klesajuca funkcia
dopytu (odbytovej ceny), platia nasledujuce tvrdenia:

Tvrdenie 8. V cenovo neelastickej oblasti funkcie dopytu stupa obrat pri zvySovani
ceny (resp. klesa obrat pri zniZovani ceny).

Dokaz. Medzi elasticitou produkcie vzhladom na cenu €, a elasticitou obratu
vzhladom na cenu €, plati podl'a vety 3 vztah €, ,= 1 + ¢, ,. V cenovo neelastickej
oblasti je elasticitag, ,>—1 = 1 + ¢, ,> 0 a preto je €, > 0. Koniec dokazu.

Tvrdenie 9. V cenovo elastickej oblasti funkcie dopytu klesa obrat pri zvySovani ceny
(vesp. stupa obrat pri zniZovani ceny).

Dokaz. V cenovo elastickej oblasti je elasticita

g,<-1=1+¢ , <0apreto je &g, <0. Koniec dokazu.

Nasledujuci zakon opisuje klasicku stvislost’ medzi hrani¢nymi nakladmi a hra-
ni¢nym prijmom podniku s maximalnym ziskom.

Tvrdenie 10. Podnik (ktory vyrdba iba jeden produkt), méze dosiahnut maximdlny
zisk len vtedy, ak jeho produkcné mnozstvo a odbytové mnozstvo (resp. jeho ponukova
cena) su tak nastavené, aby sa hranicny prijem rovnal hranicnym ndkladom.

Dokaz. Predpoklada sa diferencovatel'nost’ funkcie nakladov a funkcie prijmu, ako aj
existencia priesecnika krivky hrani¢ného prijmu a hrani¢nych nékladov, a to vnutri
oblasti kapacity. Nevyhnutna podmienka pre maximum zisku pri vystupe x je, aby
prva derivacia funkcie P(x) bola rovna nule. Potom je P(x) = R(x) — C(x), t. j. P "(x)
=R '(x) — C '(x) = 0. Z toho nasleduje R "(x) = C '(x). Koniec dokazu.

Pozndmka 1. Ci je v konkrétnom jednotlivom pripade skutoéne maximum, treba
preverit’ postacujucu podmienku P "'(x) < 0, resp. R "'(x) < C "'(x). To isté plati
pre vsetky nasledujuce tvrdenia, pri ktorych sa uvadzaju nevyhnutné podmienky

extrému.
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Pre polypolny podnik existuje od mnozstva nezavisld cena produktu p = const.
takd, Ze pre R(x) = p.x plati R "(x) = p, t. j. hrani¢ny prijem a cena st rovnaké. Takto
sa ako zvlastny pripad dostane tvrdenie

Tvrdenie 11. Polypolny, jeden produkt vyrabajuci podnik, méze dosiahnut maximal-
ny zisk len vtedy, ked vyrobi a preda také vystupné mnozZstvo x, pre ktoré su jeho
hranicné ndklady rovné (konstantnej) trhovej cene.

Predpoklada sa, Ze jeho funkcia nadkladov nie je linearna, pretoze v tomto pripade su
hrani¢né naklady a hrani¢ny prijem vzdy rozdielne a tym sa posunie maximum zisku
na hranicu kapacity.

Tvrdenie 12. Pri linedarnej funkcii nakladov a linedrnej funkcii dopytu lezi maximum
zisku vZdy v strede zomy zisku.

Dokaz. Pri ur€eni zony zisku treba najst’ dve hodnoty vystupu x, a x,, pri ktorych sa
krivka nakladov a krivka prijmov pretinajt, teda ktoré vyhovuju rovnici P(x) = R(x)
— C(x) = 0. V tomto pripade ide o linearne funkcie p(x) a C(x):

p(x) =a - bx; C(x) =c + dx; a,b,c,d>0.
Funkcia prijmu ma potom tvar R(x) = x.p(x) = ax — bx* a tym funkcia zisku ma tvar
P(x) = R(x) — C(x) = ax — bx* — cx — dx = —bx* + (a — d)x — c.

Prahy zisku x, a x, st realne korene kvadratickej rovnice P(x) = 0:
x+x, a—d

N e
_ (a—d)£\(a—d) € aich aritmeticky stred je x = =

—2b 2 2b

Na druhej strane je zisk maximalizujici vystup x, rieSenie rovnice P’ (x) = 0:

X

P'(x)=—2bx+a—d=0=x, = % = ¥. Koniec dokazu.
Monopolny podnik

Tvrdenie 13. Maximum zisku monopolného podniku, ktory vyraba iba jeden druh
tovaru, je vidy v cenovo elastickej oblasti dopytu (klesajucej) cenovo odbytovej
funkcie.

Dokaz. Pre monopolny podnik, ktory vyraba iba jeden druh tovaru, nech je dana
monoténne klesajica funkcia odbytovej ceny p(x), resp x(p) a monotoénne rastica
funkcia celkovych nakladov C(x).

V maxime zisku musi nevyhnutne platit’ P "(x) = 0, resp. R "(x) = C "(x).

Ak sa dosadi posledny vzorec do Amorosovej—Robinsonovej relacie

225

ISSN 0323-262X ISSUE 2, CISLO 2/2009



EKONOMICKE ROZHZADY/ECONOMIC REVIEW VOLUME, ROCNIK 38./2009

1
R'(x)= p(x).|1+—

x,p
dostane sa

1
C'(x)=px).[1+—|

x.p

Pretoze C '(x) a p su kladné, musi byt’ aj vyraz v zatvorke kladny. Z toho vyplyva

1 1
I+ —>0e—>-1l<¢ <1

€p €p

t. j. monopolny podnik dosiahne svoje maximum zisku vzdy v elastickej oblasti
funkcie dopytu.

Ak podnik nakupuje suroviny (faktory) na polypolnom trhu a vyraba z nich
jeden vyrobok a predava ho na monopolnom trhu, plati pren

Tvrdenie 14. Pri dokonalej konkurencii na trhu faktorov dosahuje monopolny podnik
maximalny zisk vtedy, ak nasadi také mnoZstva faktorov do vyroby, pre ktoré je fakto-
rovd cena rovaad hranicnému prijmu nasobenému hranicnou produktivitou.

Dokaz. Predpoklada sa, ze produkéna funkcia x = x(r) je diferencovatel'na, faktorova
cena p, je konStantna (nakupuje sa v polypole) a odbytova cena ma tvar p = p(x) =
p(x(7)) (predava sa v monopole). Faktorova funkcia nakladov C(r) sa dostane ako
sucin vstupnej hodnoty » a vstupnej ceny p,, teda C(r) := r.p,, zatial' ¢o prijem ma
tvar R = R(x) = R(x(7)) = p(x(r)). x(7).

Funkcia zisku je P(r) = R(x(r)) — r.p, a jej prva derivaciaje P '(r) = R "(x).x "(r) — p,
ma byt v maxime zisku nulova. Z toho vyplyva p, = R "(x).x "(r). Koniec dokazu.

Zaver

Na zéklade troch viet sme odvodili §trnast’ ekonomickych tvrdeni. Umoziiuje to
abstraktnost’ matematiky. Diferencovatel'na funkcia sa d4 v ekondmii aplikovat’ raz
ako cena, potom ako naklady, resp. prijem atd’.

Na druhej strane treba uréiti opatrnost’ pri aplikacii. Ak sa napriklad predpokla-
da lokalny extrém danej funkcie v jej definiénom odbore, nemédze to byt funkcia,
ktora apriori nema lokalny extrém. Napriklad linedrna funkcia. Preto su aj tvrdenia
o maxime zisku pri linearnych nakladoch odlisné od analogickych tvrdeni pri neli-
nearnych, pri zvySovani produkcie sprvu degresivne a potom progresivne rasticich
nakladoch.
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Matematika je symbolicka re¢, v beznej konverzacii vel'mi nepohodlnd. Pri jej
pouzivani treba pero a papier a hlavne treba pri nej rozmyslat. Nastastie sa dé ,,pre-
viazat* P'udskou recou a tym aj aplikovat’ na konkrétne lohy, ako sme ukazali, aj na
ekonomiu. Matematika je veda nielen o kvantitativnych vztahoch, ale aj o Strukture.
Pri jej vhodnej aplikacii na ekondmiu sa ukaze aj Struktira ekonomickych vzt'ahov,
¢o nam moze pri ich iba slovnom dedukovani unikntt.
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