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Lea gkrovénkové
AKTUARSKE VYPOCTY V NEMOCENSKOM POISTENI

Abstract: The purpose of this paper is to provide theoretical knowledge
about sickness insurance, survey of transformation steps performed in the
Slovak health insurance system, and to describe some problems related to
sickness insurance in Slovakia. This paper proposes the procedure of premium
calculation by means of suitable actuarial methods. The construction and
using of differential equations are suitable methods for this case. The models
and calculations for our insurance market are discussed at the end of the
paper. It is in particular the last example proposed by the author that will be
a suitable solution for the Slovak actuarial practice.
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Uvod

Ciel'om tohto prispevku je analyza niektorych problémov zdravotného a nemo-
cenského poistenia a ilustracia pouzitel'nosti aktuarskych metdd na naSom poistnom
trhu. Venujeme sa najmé konstrukcii a vyuzitiu diferencidlnych rovnic v nemo-
censkom poisteni. Spojité casové modely, ktoré uz boli na Slovensku vytvorené,
umoziujui vo vSeobecnosti zohl'adiiovat’ Siroky okruh réznych podmienok pri tvorbe
ponuky produktov nemocenského poistenia a zdravotnej starostlivosti. V tejto oblas-
ti je potrebné pokraCovat’ a rozsirit’ ich.

V sutcasnosti je spdsob zabezpeCovania zdravotnej starostlivosti v Slovenske;j
republike v §tadiu dokoncovania vel’kych zmien. Cielom transformacénych krokov je
udrzat’ a nad’alej zvySovat kvalitu a dostupnost’ zdravotne;j starostlivosti. Takyto stav
mozno dosiahnut’ i zmenami vo financovani zdravotnictva. V zdravotnom poistent,
tak ako aj vo vSetkych ostatnych, je potrebné odhadnut’ pravdepodobny priebeh sko-
dovosti a na zaklade tohto odhadu stanovit’ cenu poistenia. Jednym z pouziteI'nych
aparatov na uréenie pravdepodobnej vysky vyplat si aktuarske metody, ktorymi sa
budeme v prispevku zaoberat’.

1 Sucasné problémy v zdravotnictve

Nahromadené problémy zdravotnictva nevyplyvaju z jeho transformadcie, ale
z nedostatku penazi. Aktualnou sa stava stratégia prezitia. Existujuce zdroje nepo-

49

ISSN 0323-262X ISSUE 1, CISLO 1/2009



EKONOMICKE ROZHZADY/ECONOMIC REVIEW VOLUME, ROCNIK 38./2009

stacuju, sluzby nedosahuji pozadovanu kvalitu, vysledky zdravotnej starostlivosti
su v porovnani s ostatnymi krajinami Eur6py zlé, vyvoj zdravotného stavu obyva-
tel'stva sa zhorSuje.

Riesenie moze byt celospolocensky systém zdravotnej starostlivosti zaloZeny
predovsetkym na svetovych skiisenostiach najmi Svetovej zdravotnej organizacie.

Zakladom programu tejto organizacie je:

— prisudzovat’ va¢siu prioritu prevencii ochoreni,

— dosiahnut’, aby vsetky odvetvia, ktorych ¢innost’ stvisi so zdravotnym sta-
vom populacie, podnikli u€innejsie kroky na udrzanie a upevnenie zdravia,

— klast’ va¢si doraz na Glohu, ktort pri rozvijani zdravia mézu mat’ jednotlivci, rodina,

— rozvinut primarnu zdravotnu starostlivost’ tak, aby sa stala jednym z hlav-
nych prostriedkov na dosiahnutie pozitivnych zmien [7].

Vypracovanie tejto stratégie znamena hranicu vo vyvoji zdravotnictva eurdp-
skych statov. ESte nikdy predtym sa Staty Eurdpy nedohodli na jednotnej zdravotne;j
politike ako spolo¢nom zaklade d’alSieho rozvoja, a to ani v jednotlivych ¢lenskych
Statoch, ani v ramci eurdpskeho regionu ako celku.

Vypracovanie a prijatie tejto stratégie znamend novu éru vyvoja, pre ktoru je
charakteristické, ze Staty sa zaviazali podstatne zvysit’ svoje Usilie o zlepSovanie
zdravia. NavySe, v duchu medzinarodnej solidarity si v ramci Svetove]j zdravotnej
organizacie budi vymienat’ svoje skusenosti a poznatky s inymi §tatmi.

Nemocenské poistenie je sucast'ou socialneho zabezpecenia. Jednotlivymi jeho
davkami sa osobam zabezpecuje usly prijem v dosledku choroby a materstva a Cias-
tocne sa uhradzaji zvysené naklady z dovodu starostlivosti o nezaopatrené deti alebo
umrtia v rodine [7].

Zakladnou podmienkou na priznanie a poskytovanie nemocenskej davky je
ucast’ na nemocenskom poisteni alebo zachovanie narokov po stanovené obdobie
z dévodov trvania ochrannej lehoty alebo z dovodov poskytovania petiaznych davok
nahradzajticich mzdu alebo prijem zo zarobkovej ¢innosti.

Osobitnu skupinu tvoria osoby, ktoré sa nezicastiiuji na nemocenskom poiste-
ni, ale maju zabezpeceny narok na davky nemocenského poistenia priamo zakonom.
Ide najmé o uchadzacov o zamestnanie, vojakov, Studentov [7].

V nasledujucom obdobi je vzhl'adom na predpokladané vyrazné zmeny vo vyvoji
rozhodujucich ekonomickych ukazovatel'ov nevyhnutné pravidelne upravovat’ vysku
jednotlivych davok nemocenského poistenia i d’alSie ddvky socidlneho zabezpecenia.

Takato existujlica sustava davok sa v buducnosti zaslizi o rieSenie konkrétnych
Standardnych i neStandardnych situacii, v ktorych treba uplatnit’ socialnu garanciu
Statu.

2 Vseobecny model pre » stavov

V tejto kapitole chceme rozoberat’” konstrukciu a pouzivanie diferencialnych
rovnic v nemocenskom a zdravotnom poisteni. Spdsob pouzitia diferencidlnych
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rovnic v tejto oblasti je uz dobre rozpracovany v mnohych vyspelych krajinach a ich
matematické modely su publikované [5]. Preto sa nebudeme zaoberat’ ich opisom,
¢o by znacne rozsirilo rozsah tohoto prispevku.

Vo v§eobecnom modeli predpokladame existenciu kone¢ného poctu » moznych
stavov.

Nech [ S(x):0<x<oo] je ¢asovy nechomogénny Markovov ret'azec s kone¢nym
priestorom pre plynuly (spojity) ¢as x, potom S(x) = 1 znamena, ze majitel’ poistky
je v stave (1) vo veku x. Plati:

Stx) e {1,2,..,n}
Pravdepodobnost’ prechodu z jedného stavu do iného stavu oznacime:

i =P[SGx+ny=j|S@=i], ijel2, ...n} (1.1)

t. j. pravdepodobnost’ toho, zZe v Case x + ¢ je poisteny v stave (j) za podmienky, ze
v Case x bol v stave (i).

Tento stochasticky proces je Casovo nehomogénny, pretoze predpokladame, ze
, P! nezavisi len od &asu ¢, ale aj od spojitého &asu x (resp. veku) — zaciatoéného
bodu ¢asového intervalu a tiez od hodnoét i, j (podrobnejsie v [2]).

Ak , p” nezavisi od veliginy x, tak je proces ¢asovo homogénny. Zavislost’ od
oboch premennych x aj ¢ je vSak poziadavka aktuarskych aplikacii (nemocenské aj
zdravotné poistenie), kde pravdepodobnosti prechodov maju silnu vekovu zavislost’.
Jednotlivé pravdepodobnosti prechodov zavisia od vstupného veku x aj od Casu ¢
zotrvania v jednom stave.'

Tento stochasticky proces moze byt opisovany ako markovovsky, ak predpo-
kladame, Ze hodnoty , p” nebudu ovplyvnené informaciami o stave procesu pred
¢asom x, teda akykol'vek priebeh procesu v 'ubovol'nom buducom case x + ¢ zavisi
iba od stavu v sucasnosti a v budicnosti, nie od toho, ¢o bolo pred ¢asom wx.

Pozndmka. Stav (k) sa nazyva absorp¢ny, ak plati:
p!=0 (1.2)
preVx,t>0,j=12,..., k1.
Prikladom absorpcného stavu je umrtie.
Zrejme plati: i
pre V x, t > 0 a pevné (i).
Dalsi pojem, ktory budeme pouzivat, je intenzita prechodu zo stavu (¢) do stavu
(), ktora je definovana analogicky ako intenzita umrtnosti (pozri [6]).
if
wi = lim 25 prei#j, x>0 (1.4)

—>0" ¢

' Aktuarska definicia tohto pojmu sa nachadza v [4].
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Tieto zavedené pojmy si ilustrujme na najjednoduchSom viacstavovom modeli,
ktory je znazorneny diagramom:

A\ 4

2. Mrtvy

1. Zivy

V takomto pripade ,p!' je pravdepodobnost, Ze osoba, ktora bola nazive vo veku x,

je nazive aj vo veku x + .2 A ,p!? je pravdepodobnost, Ze osoba, ktora bola naZive

vo veku x, do veku x + ¢ zomrie (,p* = ,q,).

Zrejme plati: ,p?' = 0, ked’Ze stav (2) je absorpény ,p!' +,p!?=1 a podla (1.3).
Dalej uvedieme definiciu intenzity prechodu zo stavu (1) do stavu (2) podla

(1.4):

12
u? =limLx .
t—>0"
Po uprave dostavame:
Pl =tpt o) (1.5)

pre pevny vek x, kde o(?) je funkcia, pre ktoru plati:

lim o0 _ 0

t—0" f
tzv. funkcia radu nula, t. j. o(¢) reprezentuje funkciu, ktora sa blizi k nule rychlejsie
ako ¢. o(¢) vlastne vyjadruje pravdepodobnost’ dvoch alebo viacerych prechodov
medzi stavmi (1) a (2) v ¢asovom intervale (x, x +7) , ktora je radu nula [1].

3 Vyuzitie diferencialnych rovnic v poistovnictve

Budeme uvazovat’ aktuarsky model, ktory obsahuje tieto stavy: (1) — zdravy,
(2) — chory, (3) — mftvy.
Pri¢om jednotlivé intenzity prechodu budu:

o,_u* — intenzita prechodu zo stavu (1) do stavu (2) — t. j. intenzita chorobnosti,

6, _u*' — intenzita prechodu zo stavu (2) do stavu (1) — t. j. intenzita navratnosti zo
stavu chorych,

U, _u — intenzita prechodu zo stavu (1) do stavu (3) — t. j. intenzita imrtnosti pre
zdravych,

7, _u? — intenzita prechodu zo stavu (2) do stavu (3) — t. j. intenzita umrtnosti pre
chorych.

2V klasickych umrtnostnych tabul’kach sa pouZiva oznadenie p,, teda p!'= p..
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Potom pre jednotlivé intenzity prechodu plati podl'a (1.4):

12
6. =lim 2
—>0"  f
21
&, = limLx
—>0"  f
13
w, = lim 2
—0"  f
23
T, = lim+—— Px
—>0" ¢
Pre jednotlivé pravdepodobnosti prechodu plati podl'a (1.3):
3
pl=1 (1.6)
Jj=1

pre fixné x, > 0 a pevné i.
Dalej budeme $tudovat’ konstrukcie diferencidlnych rovnic na vypodet pravde-
podobnosti prechodu Dy prei, j=1,2,3.
Uvazujme ,p!'. Podla (1.1) plati:

et Py =P[S(x+t+ dr) =1 | S(x) = 1]
Podra vety o uplnej pravdepodobnosti plati:

P[S(x+t+dry=1|S(x)=1]=
=S P[SGx+t+dy=1ASx+1)=k|Sx) =1]=
=3 P[SGeti+dy=1|Sx+0)=kAS(x) =1]P[Sx+0=k| S(x)=1]=
=3 P[SGx+1+d)=1|S(x+1)=k]P[S(x+1) = k| S(x) =1]
podra vztahu P[4~ B| C]= P[4| B~ C] P[B|C] (pozri [3]).
Nech k£ =1 alebo 2, potom dostdvame:
P[S(x+t+dry=1|Sx)=1]=
= P[S(x+1+dn)=1]S(x+0)=1]P[S(x+1)=1|Sx) =1]+
+P[Sx+r+dry=1|Sx+=2]P[Sx+n=2|5x)=1]
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pretoze stav (3) je absorpcny.

Podl'a (1.1) dostavame:
t+dt p}lcl = tp;lcl'drp.lxit + ,plz'd,p,it. (17)

V ¢asovom intervale (x +¢, x +¢+df) tieZ plati vztah (1.3), resp. (1.6)
11 12 13
dt px+l + d/p.x+t + dtpx+1 :1 =

o 12 13
= dt Pxst = 1- diPxvi = atPxis

a z definicii jednotlivych intenzit prechodu dostdvame analogicky ako (1.5):

dtpjlfit zdt'axﬂ +0(dt), (18)
a P =dt-u,, +o(dr), (1.9)
w P = dt-6 ., +o(dn). (1.10)
Teda  ,pl, =1=(dro ., +o(d) = (di-u,, +o(dn) =
=1—dt '(O- e T :ux+t) + O(dt)

a tento vztah spolu s (1.10) dosadime do (1.7):

t+dt p)l[l =tp,lvl [1 —dt- (0 o T qu+t)]+ tp.lvz [dt '5x+t]+ O(dt)v
po uprave dostavame

11 11
Py T Py
dt

a limita pre df — 0"

, ot

11 12
== D '(O-x+t +lux+t)+ P '5x+t dt

t+d p, - tp” 11 12 o(dlt)
lim H——"> = lim | — : + + 0, +—
Jim " M[ Pr O Fla )+ Py O ¥ }

Vysledna diferencialna rovnica pre ,p!' m4 tvar:

d 1 12
Py =~ Px '(O-x+t +qu+t)+ Py '5x+r

dt (1.11)
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Analogicky sa odvodzuju diferencidlne rovnice pre pravdepodobnosti precho-
du ,p?, p* a,p?. Ina situacia nastava pri odvodzovani diferencialnych rovnic pre
pravdepodobnosti prechodu ,p* a ,p* vzhl'adom na absorpény stav (3). Odvodime
diferencidlnu rovnicu pre pravdepodobnost’ prechodu ,p!° a diferencialna rovnica pre
,pE sa odvodzuje analogicky.

Pl =PlS(x+t+dry=3|S(x)=1]=

=S PlSG+1+d=3] Sx+0) =k} P[S(x+1) =k | S(x) =1]=

= P[SGe+1+dn=3| SGx+n) =1} P[s(x+1)=1] Sx) =1]+
+PIS(x+e+dry=3] S(x+1) =2} Pls(x+0) = 2] S(x) = 1]+
+PIS(x+t+dry=3] S(x+1)=3] PS(x+1)=3] S(x) =1]=
= P Dyt alPe DY aPa DY
a, P, =1, pretoze stav (3) je absorpény.
Z definicii intenzit prechodu plati:
a P =t i, +o(dh),
s Do, =dtt ., +o(dt).
Po tprave dostavame:
pa PO = PO HdC L p FdT L pl + o(dD)

U

13 13

redt Px — Py 1 12 o(dt)

Ldfy Hx = plep,+ ploT, F—
dt 1. +1 t +t dt

Opét vypocitame limitu pre dr :

13 13
. - . o(dt
dhn’{ trat P L = 111’1’1+ tp,wlrl My T tp;lcz T ost +Q
-0 dt d—0 dt
d 13 11 12
teda: E, Py = Py Mo TP Ty

Podrobnejsie o rieSeni tychto diferencidlnych rovnic sa Citatel moze dozvediet v [6].

55

ISSN 0323-262X ISSUE 1, CISLO 1/2009



EKONOMICKE ROZHZADY/ECONOMIC REVIEW VOLUME, ROCNIK 38./2009

4 Aktuarske modelovanie

V tejto Casti ponukame jednoduchy a moderny sposob aplikacie aktuarskeho
modelovania. Chceme ilustrovat” vyuzitie diferencialnych rovnic pre vSeobecné
modelovanie produktov nemocenského poistenia. Takyto stochasticky model so
spojitym ¢asovym parametrom dovoluje zahrnit’ §iroku $kalu rozli¢nych poistnych
podmienok (nemocenské davky a jednorazové sumy). Pokial’ ide o nemocenské dav-
ky, matematicky aparat uvedeny v tejto Casti bude poskytovat’ model na vytvorenie
analyz obchodného planu a finanéné modely cash flow (priklad 2).

Priklad 1
Dany je 3-stavovy model s konStantnymi intenzitami prechodu
o
’ N ’
1.ZDRAVY [¢g Z1 2.CHORY
p
u v
3. MRTVY

pric¢om:

o, = o — intenzita prechodu zo stavu (1) do stavu (2),

p, = p — intenzita prechodu zo stavu (2) do stavu (1),

i, =u — intenzita prechodu zo stavu (1) do stavu (3),

v, = v — intenzita prechodu zo stavu (2) do stavu (3).

a) Nech pre pravdepodobnost’ prechodu ,p!' plati: ,p!' = exp [r-1].
Potom plati:

7, =%[—(a +8)E\@ - ) +4po :|prei= 1,2,

priComa =u + o, f=p + 0.

) ) el - G ra) enpl 1

r,—n

12 o

Py = lexp(; - 1)— exp(r, - 1)]

1 2

pri splneni podmienok z a).
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Dokaz

a) Nech a = 1 + v, potom diferencialna rovnica (1.11) ma tvar:
d
Etp)lcl =—a 'lp.lrl + p'tp)lcz

Podobne pre f = p + v by sme upravili nasledujicu diferencialnu rovnicu:

d
- pl==ppl+o-p)

Z diferencialnej rovnice (1.12) vyjadrime ,p!*:
1|d
P = ;[Et py +a -,pil}

d
Teraz vypocitame o pY z vyjadrenia (1.14)

i p12 :l _2 pll ta i pn

dtt X p dtzl X dtt X
Tato derivacia sa musi rovnat’ (1.13), teda rieSime rovnicu
1| d’
plarr'? dt'

a vieme, Ze plati:

dt

Pt =explrt],

%,pil =r-explr-],
2
% P! = explrt]

Toto rieSenie spolu s prvou a druhou derivaciou dosadime do (1.15):
l[r2 +a -r]:—ﬁ -[l(r+a)} +0.
p p

Po tprave dostavame kvadraticku rovnicu

P+ (a+p)r+a-p-c-p=0.

Riesenim tejto kvadratickej rovnice dostavame:

[(O{-i-ﬂ)i'\, a—p) +4op :|

1
r=——
2

p, +a A pil} =— %[i, p, +a -tpil} +0-,p,

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)
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b) Pri dokaze vychddzame z diferencialnej rovnice (1.12), do ktorej dosadime:

,Pil — (1”2 +a)-exp[r1-t]— (rl +a)~exp[r2't] (116)
rn—=n
a
, J1r2 :0-[exp(}’l-t)—exp(I”z'l)]. (117)
n-n

Upravena diferencialna rovnica (1.12) ma potom tvar:

o (nra)expli-t]-(n+a)explrd] o p [
n—-n h—n

exp(ry- 1) — exp(r, 1)) =

=—p (1.18)
a porovname koeficienty pri exp[r; - #] a exp[r, - ¢] v rovnici (1.18) a prvej derivacii

g, p' zo vztahu (1.16), &im T'ahko nahliadneme, Ze (1.16) je platné rieSenie.
t

Priklad 2

Uvazujme zakladnu PHI (Permanent Health Insurance) poistku, v ktorej je vybu-
dovany trojstavovy model a jednotlivé stavy su: (a) — poisteny ¢len je zdravy, aktivny
a plati prislusné poistné, (i) — poisteny Clen je chory, dostdva prislusné nemocenské
davky a v tomto obdobi neplati poistné, (d) — oznacuje tmrtie. Na zaciatku poistnej
zmluvy, ked’ majitel’ poistky vo veku x je v stave (a), plati aktuarsky vztah:
ocakéavand pritomna hodnota poistnych prispevkov = oCakavana pritomna hodnota
davok pri umrti + ocakavana pritomna hodnota davok v pripade ochorenia (nemo-
censké davky).

Pre rok (t-1,t) uvazujeme:

P, — ro¢né poistné platené na zaciatku roka,

D, — davka pri umrti platend pozostalym na konci roka,
B, - davka v pripade ochorenia platena na konci roka.

Ur¢ime vysku ro¢ného poistného v tejto PHI poistke.
Riesenie
Ocakavana pritomna hodnota platenych prispevkov bude podl'a [5]

n

t—1 aa
2 RV t—1 p x
t=1
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Ocakavana pritomna hodnota davok pri tumrti bude

n
t d i id
ZDtV (tfl p:a ) p;-t—l + ,,1[7;” ’ p)lc+t—1 )’
=1
pretoze tieto davky su platené v Case t len vtedy, ak poisteny ¢len zomrie v Case
(t-1, t). Podrla (1.7) plati:

ad __ aa ad ai id ad dd
Py = Py Prua T Py Py T aPx  Prria,

KedZze p® =1, dostavame
ad ad __ aa ad ai id
Py — Py T Py Prwa t aDlx P

Potom pritomna hodnota davok pri imrti po uprave bude mat’ tvar

S oy (p =, ).
=1

A nakoniec o¢akdvana pritomna hodnota davok v pripade ochorenia je

n
t ai
A
t=1

Vysku poistného mozeme dostat’ z rovnice ekvivalencie:

n n n
-1 aa __ t ad ad t ai
ZEV tflpx _ZDtv ()‘px _tflpx ) +ZBtv tpx'
t=1 t=1 1=1
Zaver

V poslednych rokoch je mozné pozorovat’ narastajtci trend vyuzitia réznych
matematickych aparatov aktuarmi vo vSetkych vyspelych krajinach na svete. Tyka
sa to 1 zdravotného a nemocenského poistenia. Preto je nevyhnutné ¢o najskor za-
viest’ podobné praktiky aj na Slovensku. Tento prispevok by mohol prispiet’ k skva-
litneniu teoretického vybavenia slovenskych aktuarov a poméct’ im orientovat’ sa
v aktuarskych metddach, ktoré su v mnohych vyspelych krajinach beznou praxou.

Vzhl'adom na to, Ze praca aktudrov je ind nielen v kazdej krajine, ale lisi sa
aj v ramci jednej krajiny, pri vypoctoch sme sa zamerali na hlavné Crty aktuarske;
praxe v krajinach Eurépskej unie. Stochasticky pristup sa pouziva pri uvazovani na-
hodnych vplyvov na danti udalost’, ¢o je charakteristické pre udalost’ choroba.

Vyznam nemocenského poistenia je nepopieratelny. V zlozitych Zivotnych
situaciach poskytuje nahradu prijmu, a tym zabezpecCuje poistenému zachovanie
si zivotného Standardu. Je najvyznamnejSou sucastou socidlneho zabezpecenia.
V buducnosti by sa malo nemocenské poistenie viac diferencovat’ medzi §tat a ko-
mercné poistovne. Tym by si poisteni zabezpecili vyssie davky, zarovei by sa znizili
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vydavky Statneho rozpoctu a nasledne by sa mohli znizit’ aj odvody na nemocenské
poistenie.
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